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7 分数関数・無理関数 
Practice 7 
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 より，漸近線は 1-=x と 2=y  ・・・ア 
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の両辺に ( )21+x ( )1-¹x を掛けると， 

( ) 01 2 >+x より， ( )( ) ( )( )2121112 +->++ xxxx ( )1-¹x  
両辺の差をとって整理すると， ( )( ) 0321 >++ xxx ( )1-¹x  

よって， xx <-<<- 0,1
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 より，漸近線は 2,
2
5

-== yx  

(2) 
 ( )xg の式 

  ( )( )xfx, を y軸に関して対称移動した点を ( )YX , とすると， 

  xX -=  Xx -=\  ・・・① 
  y座標は変化しないから， ( )xfY =  ・・・② 

  ①と②より，Yと X の関係式は ( )XfY -=  

  YX , をそれぞれ yx, に書き直すことにより， ( )xfy -=  

これと ( ) xxf 5= より， xy 5-=  

よって， ( ) xxg 5-=  
 ( )xh の式 

  ( )( )xgx, を x軸方向に 10 だけ平行移動した点を ( )YX , とすると， 

  10+= xX  10-=\ Xx  ・・・③ 
  y座標は変化しないから， ( )xgY =  ・・・④ 

  ③と④より，Yと X の関係式は ( )10-= XgY  
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  YX , をそれぞれ yx, に書き直すことにより， ( )10-= xgy  

  これと ( ) xxg 5-= より， ( ) ( )10510 --=- xxg  

よって， ( ) ( )105 --= xxh  

  グラフ略 
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 より， 

 
ax

bxy
-
+

=
1
は双曲線

x
aby 1+

= を x軸方向に a，y軸方向にbだけ平行移動した曲線である。 

これと 0,0 >> ba より，
ax

bxy
-
+

=
1
は 0££- xa において単調に減少する。  

 よって， ax -= のとき 1=y ， 0=x のとき 1-=y  

 すなわち
aa

ab
--
+-

=
11 ，

a-
=-

11  1,12 =-=\ aaba  ( ) ( )3,1, =\ ba  

(2) 

 bxay +-= 4 は曲線 xy 4-= を x軸方向に
4
a
， y軸方向に bだけ平行移動した曲線で

ある。これと 0>a より， bxay +-= 4 は 04 ££- x において単調に減少する。 

 よって， 4-=x で最大値 5， 0=x で最小値 3 をとる。 

 したがって， 

ba ++= 165  ・・・① 

ba +=3  ・・・② 

①－②より， aa -+= 162  216 +=+\ aa  

この両辺を 2 乗して整理すると， 124 =a すなわち 3=a  9=\a  ・・・ア 
これを②に代入して整理すると， 0=b  ・・・イ 
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(1) 
 与式の両辺に ( )( )( )321 --- xxxx を掛けると， 

 ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0213132321 =--+--+--+--- xxxxxxxxxxxx  

 ここで， 
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左辺

 

 より， 

 ( )( ) 01332 2 =+-- xxx  
2

53,
2
3 ±

=\ x  

(2) 

 与式の両辺に ( )24-x を掛けることにより， ( )( ) ( )42648 2 -£-- xxx （ 4¹x ） 

 両辺を整理すると， ( )( ) 06124 2 £+-- xxx （ 4¹x ） 

 よって， 3064,306 +£<-£ xx  
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(3) 

 1925 +£- xx Û ( ) ( )( )051925019205 2 ³-Ç+£-È³+Ç<- xxxxx  

 019205 ³+Ç<- xx より， 5
2

19
<£- x  ・・・① 

 ( ) 051925 2 ³-Ç+£- xxx より， 3065 +££ x  ・・・② 

 ①または②より， 306
2

19
+££- x  
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5-= xy  

5-  

192 += xy  
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 k
p
q
= とおくと kpq =  

 ( )qp, すなわち ( )kpp, は ( ) ( ) 155 22 =-+- yx 上の点だから， 

( ) ( ) 155 22 =-+- kpp が成り立つ。 

これを pについて整理すると， ( ) ( ) 0495521 22 =++-+ pkpk  
これを満たす pは実数だから，判別式をDとすると， 0³D より， 
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 よって，
p
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の最大値は

3
4  

イ 

 

( )

k

k
k

k
k
p
q
p
q
p
qp

p
qp

qp
qp

+
+-=

+
++-

=

+
-

=

+

-
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
+
-

1
21

1
21

1
1

1

1

1

1

　　　

　　　

　　　

　　　

 

 ①より，
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 ゆえに，
qp
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+
-

の最大値は
7
1  
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 ( ) 77 =\ f  

(2) 

解法 1 
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 より， 

( ) 02 ³-xf すなわち ( ) 2³xf ならば ( )( ) 08352 ³++ xx （
3
8

-¹x ） 

すなわち
3
8

-<x または x£-
2
5  

よって， 0³x は ( ) 2³xf であるための十分条件である。 

ゆえに， 0³x ならば ( ) 2³xf である。 

解法 2 
( )xfy = または ( ) 2-= xfy のグラフを描いて題意を示せばよい。 
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(3) 

解法 1 

 ( ) ( ) ( )( )8383 ++

-
=-

yx
yx

yfxf  

 ここで， 2,2 ³³ yx より，
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 よって， 

( ) ( ) ( )( ) 1008383
yx
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-
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解法 2：平均値の定理を利用 
 yx = のとき 

( ) ( )
100

yx
yfxf

-
=-  ・・・① 

yx ¹ のとき 

  ( )tf は
3
8

-=t でない実数 tについて微分可能である。 

また，このとき ( )
( )283

1
+

=¢
t

tf  

そこで， yx < とすると， 

  2,2 ³³ yx において，
( ) ( ) ( )cf

yx
yfxf ¢=

-
- ( )ycx << を満たす cが存在する。 

  よって，
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  これは yx > の場合も成り立つ。 

ゆえに，
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 よって，①，②より，
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(4) 

 (1)より， ( ) 277 ³=f  
(2)より， 2³x ならば ( ) 2³xf  

 よって，(3)より， 

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

10000

7
100
100

7
100

7

77

-
=

-

£

-
£

-=-

x

x

fxf

ffxffxff

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

 

 410
10000

1
10000

72
-=<

-
より， ( )( ) 410

10000

72
72 -<

-
£-ff  

 よって，条件を満たす有理数 r の 1 つは ( )( )
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